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ダイアグラミング手法の数学的基礎付け 
















In this paper, we give a mathematical foundation of diagramming methods that is used for describing basic elements and their 
relationship. We construct a mathematical structure of class and object diagrams so that some mathematical operations on the 
diagrams can be naturally defined. The paper shows that a set of class diagrams and a set of object diagrams are both closed 
under these operations, and that interpretation mapping from a set of class diagrams to a corresponding set of object diagrams 
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ステム理論 (systems theory) の分野では、システムを要素の集合と要素間の関係をもった総体として認識できる知的構築








集合 𝑋, 𝑌 に対して、𝑋 から 𝑌 への部分関数全体の集合を PM(𝑋, 𝑌) と表す。より厳密に表現するならば 
PM 𝑋, 𝑌 = {𝑓 ∈ ℘(𝑋 × 𝑌) | ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑦, 𝑧 ∈ 𝑌.  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑓 ∧  𝑥, 𝑧 ∈ 𝑓 → 𝑦 = 𝑧 } (1) 
となる。ただし、記号℘(𝑋)は集合𝑋の部分集合全体 (べき集合) を表わす。部分関数 𝑓 ∈ PM(𝑋, 𝑌) に対して 
dom 𝑓 = {𝑥 ∈ 𝑋 | ∃𝑦 ∈ 𝑌.  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑓} (2) 
を 𝑓 の定義域と呼ぶ。また、 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑓 であるとき 𝑦 = 𝑓 𝑥  と書く。任意の 𝑥 ∈ dom 𝑓 ⊂ 𝑋  に対して、𝑓 𝑥 ∈ 𝑌
は一意に定まる。 
一般に任意の集合族 {𝑋λ}λ∈Λ  の直積 𝑋 = ∏λ∈Λ𝑋λ  に対して、その要素 𝑥 ∈ 𝑋 は、関数 
𝑥: Λ ⟶  𝑋λ
λ∈Λ
 where 𝑥 λ ∈ 𝑋λ  for any λ ∈ Λ (3) 
とみなすことができる。逆に言えば、{𝑋λ}λ∈Λ  の直積とは、関数の集合 
𝑋 = {𝑥: Λ ⟶  𝑋λ
λ∈Λ
| 𝑥 λ ∈ 𝑋λ  for any λ ∈ Λ} (4) 
と定義することもできる。いずれの場合にも、ひとつ以上の 𝜆 に対して 𝑋𝜆 = ∅ となるときは 𝑋 = ∅ と約束する。 
 添え字 λ ∈ Λ に対して、𝜋𝜆 𝑥 = 𝑥(𝜆) によって定義される関数 𝜋𝜆 : 𝑋 ⟶ 𝑋𝜆  は 𝑋 の𝜆-射影と呼ばれ、𝜋𝜆 𝑥 は 𝑥 
の 𝜆-成分と呼ばれる。定義域 𝑋 の部分集合 𝑅 に対する関数 𝜋𝜆  の像は、通常の関数と同様に定義される： 
𝜋𝜆 𝑅 = { 𝑥 𝜆    ∃𝑥 ∈ 𝑅  =   𝜉 ∈ 𝑋𝜆    ∃𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥 𝜆 = 𝜉 }. (5) 












これからクラス図の定式化を与える。ただし、ここでのクラス図とは、UML で定義されているような図的要素をもつ 2 次元
の実体ではなく、そのような図として表現される実体に存在する理論的な要素とそれらの関係に対する別の記号的表現で
ある。本論の定式化は (Baader, Calvanese, McGuinness, Nardi and Patel-Schneider, 2007) の ERモデルとクラス図の表現、
および (Chen, 1976) に影響されたものである。まず、クラス記号を要素とする非空 (nonempty) の集合 𝑈c  を用意する。これ
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をクラス普遍集合と呼ぶことにする。クラス普遍集合は、任意の集合であるが、同一カテゴリのクラス図を取り扱う際は固定し
て考える。クラス間の関係性を特定させるために、役割 (role) を表わす非空の集合 𝑈 を用意する。これを役割普遍集合と
呼び、同様に固定して考える。さらに役割普遍集合 𝑈 からクラス普遍集合への 𝑈c  部分関数の集合 𝔸 ⊂ PM(𝑈, 𝑈𝐶) を考
える。ただし、 
∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝔸. 𝑎 ≠ 𝑏 → dom 𝑎 ∩ dom 𝑏 = ∅, (6) 
⋃ dom 𝑎    𝑎 ∈ 𝔸 = 𝑈 (7) 
を満たすものとする。集合 𝔸 を関連集合、その要素を関連と呼ぶことにする。関連は、部分関数であり、役割を定めると、す
なわち関数の引数として役割を指定すると、それに対応するクラスを値として得ることができるものである。 
この条件は  dom 𝑎    𝑎 ∈ 𝔸  が 𝑈 の分割となっていることと同値である。任意の役割 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 に関して、𝑈 上の二項関
係 ∼ を 𝑢 ∼ 𝑣 ⇔ ∃𝑎 ∈ 𝔸, 𝑢 ∈ dom 𝑎 ∧ 𝑣 ∈ dom(𝑎)  によって定義すれば、∼ は同値関係であること、および同値類全体
の集合が  dom 𝑎    𝑎 ∈ 𝔸  と一致することは容易に確かめることができる。同値類全体の集合を 𝑈/𝔸  と書くこともある。こ
れまでの説明をまとめ、クラス空間を次のように定義する。 
定義 1 クラス空間 (class space) とは、次をみたす 3つ組み 𝕊 = (𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔸) のことである。 
𝑈𝐶 ≠ ∅, 𝑈 ≠ ∅, 𝔸 ⊂ PM 𝑈, 𝑈𝐶 ,  dom 𝑎    𝑎 ∈ 𝔸 は 𝑈 の分割. (8) 
定義 2 𝕊 = (𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔸) をクラス空間とする。𝕊  から誘導されるクラス図集合 (set of class diagrams induced by 𝕊) とは、 
𝔺𝐶 𝕊 = {(𝐶, 𝐴) | 𝐶 ⊂ 𝑈𝐶 ∧ 𝐴 ⊂ 𝔸 ∧ ∀𝑎 ∈ 𝐴. 𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶} (9) 
のことである。以後、𝕊が文脈から明かであるときには、𝔺𝐶 𝕊  の代わりに 𝔺𝐶  と書くことにする。以上で、クラス図を表現する
ことが可能となる。 
 上の定義の直観的理解を得るために、例を使って考えてみよう。いま、クラス普遍集合を 𝑈𝐶 =  𝑐1, 𝑐2 , 𝑐3  とし、役割普遍
集合を𝑈 =  𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4  とする。そして関連集合を𝔸 =  𝑎1, 𝑎2  とする。ただし  𝑎1 =   𝑢1, 𝑐1 ,  𝑢2, 𝑐2  ,   𝑎2 =
  𝑢3, 𝑐2 ,  𝑢4, 𝑐3   とする。各関連の定義域につて、dom 𝑎1 =  𝑢1, 𝑢2 , dom 𝑎2 =  𝑢3, 𝑢4  であるから  dom 𝑎1 ∩
dom 𝑎2 = ∅ であり、また dom 𝑎1 ∪ dom 𝑎2 = 𝑈 であることが分かる。上述したとおり関連 𝑎 ∈ 𝔸 は部分関数で、役割
𝑢 ∈ dom 𝑎  を指定すれば、この役割に対応するクラス 𝑎 𝑢  が定まる。役割普遍集合と関連集合を与えれば、クラス間の
論理的関係が与えられたことになる。クラス図集合 𝔺𝐶  は 
 ∅, ∅ ,   𝑐1 , ∅ ,   𝑐2 , ∅ ,   𝑐3 , ∅ , 
  𝑐1, 𝑐2 , ∅ ,   𝑐1, 𝑐2 ,  𝑎1  ,   𝑐2, 𝑐3 , ∅ ,   𝑐2, 𝑐3 ,  𝑎2  ,   𝑐3, 𝑐1 , ∅ , 
 𝑈C , ∅ ,  𝑈C ,  𝑎1  ,  𝑈C ,  𝑎2  ,  𝑈C ,  𝑎1 , 𝑎2   
(10) 
の 13 個の要素から成る。これらの要素は、それぞれ１つのクラス図を表わしている。例えば、(𝐶, 𝐴) =   𝑐1, 𝑐2 ,  𝑎1   は、2
つのクラス𝑐1, 𝑐2 とひとつの関連 𝑎1 からなるひとつの図である。関連 𝑎1 の定義域は dom 𝑎1 =  𝑢1, 𝑢2  であり、それぞれ
の役割に対する値は 𝑎1 𝑢1 = 𝑐1, 𝑎1 𝑢2 = 𝑐2 であるから、クラス図集合の条件、𝑎1 dom(𝑎1) =  𝑐1, 𝑐2 ⊂ 𝐶 を満たして
いる。 
 次に、クラス図集合内のクラス同士の演算を定義しよう。これからの議論は、特に断らない限り、クラス空間を 𝕊 =
(𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔸) に固定し、𝔺𝐶  でクラス図集合を表わすことにする。 
定義 3 クラス図   𝐶1, 𝐴1 ,  𝐶2, 𝐴2 ∈ 𝔺𝐶  に対して、  𝐶1 ∪ 𝐶2, 𝐴1 ∪ 𝐴2  を  𝐶1, 𝐴1  と  (𝐶2, 𝐴2)  の和  (union) と呼び、
(𝐶1, 𝐴1) ∪ (𝐶2, 𝐴2) で表す。 
命題 1 𝔺𝐶 は和に関して閉じている。 
証明 2 つのクラス図  𝐶1, 𝐴1 ,  𝐶2, 𝐴2 ∈ 𝔺𝐶  に対して  𝐶, 𝐴 =  𝐶1 ∪ 𝐶2, 𝐴1 ∪ 𝐴2  とする。𝔺𝐶  の要素であるための 3 つ
の条件を示す。 (1) 𝐶1 ⊂ 𝑈𝐶 , 𝐶2 ⊂ 𝑈𝐶  だから  𝐶 = 𝐶1 ∪ 𝐶2 ⊂ 𝑈𝐶  となる。 (2) 𝐴1 ⊂ 𝔸, 𝐴2 ⊂ 𝔸  より  𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ⊂ 𝔸。
(3) 𝑎 ∈ 𝐴 を任意にとる。𝑎 ∈ 𝐴1  または 𝑎 ∈ 𝐴2 であるから、𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶1  または 𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶2  となる。ゆえにいず
れの場合にも 𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶1 ∪ 𝐶2 = 𝐶 を満たす。                 □ 
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定義 4 クラス図   𝐶1, 𝐴1 ,  𝐶2, 𝐴2 ∈ 𝔺𝐶に対して、 𝐶1 ∩ 𝐶2, 𝐴1 ∩ 𝐴2  を 𝐶1, 𝐴1  と   𝐶2, 𝐴2 の積  (intersection) と呼び、
 𝐶1, 𝐴1 ∩ (𝐶2, 𝐴2)で表す。 
命題 2 𝔺𝐶 は積に関して閉じている。 
証明 2 つのクラス図  𝐶1, 𝐴1 ,  𝐶2, 𝐴2 ∈ 𝔺𝐶  を任意にとる。(1) 𝐶1 ⊂ 𝑈𝐶  および 𝐶2 ⊂ 𝑈𝐶  が成り立つから、𝐶1 ∩ 𝐶2 ⊂ 𝑈𝐶  
が言える。 (2) 𝐴1 ⊂ 𝔸  および  𝐴2 ⊂ 𝔸  が成り立つから、𝐴1 ∩ 𝐴2 ⊂ 𝔸  が言える。(3) 任意の  𝑎 ∈ 𝐴1 ∩ 𝐴2  に対して、
𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶1 かつ、𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶2 であるから、𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶1 ∩ 𝐶2 が言える。        □ 
定義 5 クラス図   𝐶1, 𝐴1 ,  𝐶2, 𝐴2 ∈ 𝔺𝐶   に対して、 
𝐶 = 𝐶1 ∖ 𝐶2, (11) 
𝐴 =  𝑎 ∈ 𝐴1 𝑎 dom 𝑎  ∩ 𝐶2 = ∅  (12) 
とするとき  𝐶, 𝐴  を  𝐶1, 𝐴1  と (𝐶2, 𝐴2) の差 (difference) と呼び、(𝐶1, 𝐴1) ∖ (𝐶2, 𝐴2) で表す。 
命題 3 𝔺𝐶 は差に関して閉じている。 
証明 2つのクラス図  𝐶1, 𝐴1 ,  𝐶2, 𝐴2 ∈ 𝔺𝐶  を任意にとり、  𝐶, 𝐴 =  𝐶1, 𝐴1 ∖  𝐶2, 𝐴2  とおく。(1) 明かに𝐶 = 𝐶1 ∖ 𝐶2 ⊂
𝑈𝐶 である。 また、(2)  𝐴 ⊂ 𝐴1 ⊂ 𝔸 が言える。(3) 𝑎 ∈ 𝐴 を任意にとる。定義より 𝑎 ∈ 𝐴1 かつ 𝑎 dom 𝑎  ∩ 𝐶2 = ∅ が成り立
つ。前者より 𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶1、後者より 𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝑈𝐶 ∖ 𝐶2  が言えるから、𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶1 ∩  𝑈𝐶 ∖ 𝐶2 = 𝐶1 ∖ 𝐶2 が
言える。                  □ 
命題 4  𝑈𝐶 , 𝔸 ∈ 𝔺𝐶 . 
証明 (1) 𝑈𝐶 ⊂ 𝑈𝐶 , (2)  𝔸 ⊂ 𝔸, (3) 𝔸 ⊂ PM(𝑈, 𝑈𝐶) より任意の 𝑎 ∈ 𝐴 に対して𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝑈𝐶 を満たす。      □ 
定義 6 クラス図  𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶 に対して、 𝑈𝐶 , 𝔸 ∖ (𝐶, 𝐴) を  𝐶, 𝐴  の補完 (complement) と呼び  𝐶, 𝐴 
𝑐  で表す。 
命題 5 任意のクラス図  𝐶1, 𝐴1 ,  𝐶2, 𝐴2 ∈ 𝔺𝐶 に対して  𝐶1, 𝐴1 ∖  𝐶2, 𝐴2 =  𝐶1, 𝐴1 ∩ (𝐶2, 𝐴2)
𝑐  が成立する。 
証明 (1) 左辺の第 1要素は 𝐶1 ∖ 𝐶2 であり、右辺の第 1要素 𝐶1 ∪  𝑈𝐶 ∖ 𝐶2 = 𝐶1 ∖ 𝐶2 と一致する。(2) 左辺の第 2要
素は  𝑎 ∈ 𝐴1 𝑎 dom 𝑎  ∩ 𝐶2 = ∅  である。一方、右辺の第 2 要素は 𝐴1 ∩  𝑎 ∈ 𝔸 𝑎 dom 𝑎  ∩ 𝐶2 = ∅  であるが、
𝐴1 ⊂ 𝔸  より 𝐴1 ∩ 𝔸 = 𝐴1 が言えるからこれは左辺とそれ一致する。           □ 
命題 6 クラス図  𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶 に対して、  𝐶, 𝐴 
𝑐 𝑐 =  𝐶, 𝐴  が成り立つための必要十分条件は、 
∀𝑎 ∈ 𝔸.  𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶 ⟹ 𝑎 ∈ 𝐴 . (13) 
証明  𝐶 , 𝐴  =  𝑈𝐶 , 𝔸 ∖ (𝐶, 𝐴)  とおく。定義より、𝐶 = 𝑈𝐶 ∖ 𝐶  および𝐴 =  𝑎 ∈ 𝔸 𝑎 dom 𝑎  ∩ 𝐶 = ∅  である。次に
 𝐶 , 𝐴  =  𝑈𝐶 , 𝔸 ∖  𝐶 , 𝐴   とおく。同様に 𝐶 = 𝑈𝐶 ∖ 𝐶  および 𝐴 =  𝑎 ∈ 𝔸 𝑎 dom 𝑎  ∩ 𝐶 = ∅ である。このことから、𝐶 = 𝐶 
は常に成り立つことが分かる。𝐴 = 𝐴 を仮定する。𝐴 =  𝑎 ∈ 𝔸 𝑎 dom 𝑎  ∩  𝑈𝐶 ∖ 𝐶 = ∅ = 𝑎 ∈ 𝔸 𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶 であ
るから、𝐴 = 𝐴 であることは、 
∀𝑎 ∈ 𝐴.  𝑎 ∈ 𝔸 ∧ 𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶 ∧ ∀𝑎 ∈ 𝔸.  𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶 ⟹ 𝑎 ∈ 𝐴 . (14) 
と同値であるが、 𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶であることから前半部分は常に成り立つことが分かる。よって、後半部分が必要十分条件とな
る。                  □ 
 以上のことをまとめると  𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔸  から定まるクラス図集合 𝔺𝐶  は、演算 ∪,∩,∖ に対してそれぞれ閉じていることが示され、
complement を  𝑈𝐶 , 𝔸  からの差として定義すると、集合論における補集合と似た性質を持つことが示された。一般に、クラ
ス図に対して補演算を続けて 2 回施したとき、それは元のクラス図には戻らないが、任意の𝑎 ∈ 𝔸 に対して 𝑎 dom 𝑎  ⊂
𝐶 ⟹ 𝑎 ∈ 𝐴 が満たされるとき、かつその時に限り   𝐶, 𝐴 𝑐 𝑐 =  𝐶, 𝐴  が成り立つ。最後に、クラス空間同士の比較に関する
命題を挙げる。 
命題 7 2つのクラス空間 𝕊 =  𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔸 , 𝕋 =  𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔹  に対して、 
𝔸 ⊂ 𝔹 ⟹ 𝔺𝐶 𝕊 ⊂ 𝔺𝐶 𝕋 . (15) 
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証明 いま𝔸 ⊂ 𝔹であるとし、 𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶 𝕊  を任意にとる。クラス図集合の定義より、𝐶 ⊂ 𝑈𝐶 ,  𝐴 ⊂ 𝔸, および任意の 
𝑎 ∈ 𝐴 に対して 𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶が成り立つ。𝔸 ⊂ 𝔹 より明らかに𝐴 ⊂ 𝔹。結局、𝐶 ⊂ 𝑈𝐶 ,  𝐴 ⊂ 𝔹, および任意の 𝑎 ∈ 𝐴 に対












ていない。オブジェクトをいくつかの“クラス”に分解するために、クラス識別子集合 Γ と、関数 𝑥: Γ ⟶ ℘(𝑈𝑂) を用意する。
ただし、𝑥 𝛾  は非空でかつ互いに素 (disjoint) であることを要請する。すなわち、 
∀𝛾 ∈ Γ. 𝑥 𝛾 ≠ ∅, (16) 
∀𝛾1, 𝛾2 ∈ Γ. 𝑥 𝛾1 ∩ 𝑥 𝛾2 ≠ ∅ ⟹ 𝛾1 = 𝛾2 (17) 
が満たされるとする。関数 𝑥: Γ ⟶ ℘(𝑈𝑂)  は、関数値を列挙した列として 𝑥 = {𝑥 𝛾 }𝛾∈Γ   と表現してもよい。いわば 𝑥 𝛾  は
クラス γ に対応するオブジェクトの集合であり、𝑥 はオブジェクト集合族である。 
 クラス図のときと同様に役割普遍集合 𝑈 を用意する。この 𝑈 はクラス図におけるクラスとクラスを結びつける「関連」に対応
するオブジェクト図のリンク集合が結びつけているオブジェクト集合を特定するためのものである。次に役割普遍集合 𝑈 か
らクラス識別子集合 Γ への部分関数の集合 𝕃 ⊂ PM(𝑈, Γ) を用意する。これは、オブジェクト図の（同一クラスから得られる）
リンクの集合に対応するもので、 
∀𝑙1, 𝑙2 ∈ 𝕃. 𝑙1 ≠ 𝑙2 → dom 𝑙1 ∩ dom 𝑙2 = ∅, (18) 
⋃ dom 𝑙    𝑙 ∈ 𝕃 = 𝑈 (19) 
を満たすものとする。この条件は、クラス図の場合の関連集合の条件に対応している。クラス分けされたオブジェクトの集合、
そのクラス間の関連、およびその関連からオブジェクト集合の種類を特定するための対応が定まると 𝔖 =  𝑈𝑂 , 𝑈, 𝕃, 𝑥  がひ
とつ定まる。これをオブジェクト空間と呼ぶ。次に、オブジェクト空間の定義を再度まとめて提示しておく。 
定義 7 オブジェクト空間 (object space) とは、次をみたす 3つ組み 𝔖 =  𝑈𝑂 , 𝑈, 𝕃, 𝑥  のことである。 
𝑈𝑂 ≠ ∅, 𝑈 ≠ ∅,  
𝕃 ⊂ PM 𝑈, Γ  ただし{dom 𝑙 }𝑙∈𝕃 は 𝑈 の分割, Γ ≠ ∅ 




オブジェクト空間 𝔖 によって誘導されるオブジェクト図 (𝑂, 𝐿, 𝜌) の全体の集合 𝔺𝑂 𝔖  を次のように定義する。 
 𝑂 はオブジェクト図のオブジェクトを表わす。実際には部分関数 𝑂 ∈ PM Γ, ℘ 𝑈𝑂   であり、ただし 
∀𝛾 ∈ dom 𝑂 . 𝑂 𝛾 ⊂ 𝑥 𝛾  (23) 
を満たすものとする。この要請は、オブジェクト図で定義されている各クラスに対して、そのクラスに対応するオブジェクトは、
オブジェクト集合の要素でなければならないというものである。この条件は、𝑂 = {𝑂 𝛾 }𝛾∈dom (𝑂) が素 (disjoint) な集合のク
ラスであることを保証する。なぜならば、任意の 𝛾1, 𝛾2 ∈ dom(𝑂) に対して、𝑂 𝛾1 ∩ 𝑂 𝛾2 ≠ ∅ だとすると、∅ ≠ 𝑂 𝛾1 ∩
𝑂 𝛾2 ⊂ 𝑥 𝛾1 ∩ 𝑥 𝛾2  だから、𝑥 の条件より 𝛾1 = 𝛾2 が言えるからである。なお、𝑂 𝛾 = ∅ も許されることに注意されたい。
この場合は、クラス γ に対応するオブジェクトは 1つも出現していないことを表わす。 
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 𝐿 は、オブジェクト図のリンク種別の集合である。クラス図の関連に相当する。次の条件を要請する。 
𝐿 ⊂ 𝕃 ∧ ∀𝑙 ∈ 𝐿. 𝑙 dom 𝑙  ⊂ dom 𝑂 . (24) 
この条件は、各リンクの接続先の識別子は、オブジェクト内のオブジェクト集合の識別子に現れなければならないことを意
味している。 
 最後に、𝜌 は各オブジェクトを結ぶ、ひとつひとつのリンクを表わす。𝜌 ∈ PM  𝕃, ⋃ ℘ ∏ 𝑂 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   𝑙∈𝐿   であり、
dom 𝜌 = 𝐿  かつ ∀𝑙 ∈ dom 𝑙 . 𝜌 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   であることを要請する。以上の 3 つの条件を満たすオブジェクト
図  𝑂, 𝐿, 𝜌  全体の集合をオブジェクト図集合と呼ぶ。まとめた定義は次の通りである。 














𝑂 ∈ PM Γ, ℘ 𝑈𝑂   s. t. 𝑂 𝛾 ⊂ 𝑥 𝛾  for all 𝛾 ∈ dom 𝑂 ,
𝐿 ∈ ℘ 𝕃  s. t. 𝑙 dom 𝑙  ⊂ dom 𝑂  for all  𝑙 ∈ 𝐿, and
𝜌 ∈ PM  𝕃,  ℘  𝑂 𝛾 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
 
𝑙∈𝐿
  s. t.  dom 𝜌 = 𝐿 
and 𝜌 𝑙 ⊂  𝑂 𝛾 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  









のことである。文脈上 𝔖 が明らかな時には、𝔺𝑂 𝔖  の代わりに 𝔺𝑂 と書くことにする。 
これからオブジェクト図集合上の演算を定義する。以下、オブジェクト空間 𝔖 =  𝑈𝑂 , 𝑈, 𝕃, 𝑥   は固定する。 
定義 9 オブジェクト図  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ,  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2 ∈ 𝔺𝑂 に対して、 
𝑂 =    𝛾, 𝑂1 𝛾 ∪ 𝑂2 𝛾     𝛾 ∈ dom 𝑂1 ∪ dom 𝑂2  , (26) 
𝐿 = 𝐿1 ∪ 𝐿2, (27) 
𝜌 =   𝑙, 𝜌1 𝑙 ∪ 𝜌2 𝑙     𝑙 ∈ 𝐿  (28) 
で定まる  𝑂, 𝐿, 𝜌   を  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1  と  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2  の和 (union) と呼び、 𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ∪  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2  で表す。ただし、𝑂1 𝛾 ∪
𝑂2 𝛾  において、𝛾 が𝑂1、𝑂2 の定義域にないときは、それらの値は ∅ として取り扱う。𝜌 においても同様である。 
命題 8 𝔺𝑂は和に関して閉じている。 
証明 オブジェクト図  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ,  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2 ∈ 𝔺𝑂  を任意にとり、 𝑂, 𝐿, 𝜌  =  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ∪  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2  とする。 
(A) 明らかに  𝑂 ∈ PM Γ, ℘ 𝑈𝑂   である。任意のクラス識別子  𝛾 ∈ dom 𝑂1 ∪ dom 𝑂2  に対して  (i) 𝛾 ∈ dom 𝑂1 ∩
dom 𝑂2  であるとき、𝑂1 𝛾 ⊂ 𝑥 𝛾  かつ  𝑂2 𝛾 ⊂ 𝑥 𝛾  が言えるから、𝑂 γ = 𝑂1 𝛾 ∪ 𝑂2 𝛾 ⊂ 𝑥 𝛾  が言える。
(ii) 𝛾 ∈ dom 𝑂1 ∖ dom 𝑂2 であるとき、𝑂1 𝛾 ⊂ 𝑥 𝛾  かつ 𝑂2 𝛾 = ∅ が言えるから 𝑂 γ = 𝑂1 𝛾 ∪ 𝑂2 𝛾 = 𝑂1 𝛾 ⊂
𝑥 𝛾  が言える。(iii) 𝛾 ∈ dom 𝑂2 ∖ dom 𝑂1  についても同様である。 
(B) 次に𝑙 ∈ 𝐿=𝐿1 ∪ 𝐿2 を任意にとる。𝑙 dom 𝑙  ⊂ dom 𝑂1  または 𝑙 dom 𝑙  ⊂ dom 𝑂2  である。だから、𝑙 dom 𝑙  ⊂
dom 𝑂1 ∪ dom 𝑂2 = dom 𝑂1 ∪ 𝑂2 = dom 𝑂  を満たす。 
(C) 𝜌については、明らかに、𝜌 ∈ PM  𝕃, ⋃ ℘ ∏ 𝑂 γ 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   𝑙∈𝐿   であり、dom 𝜌 = 𝐿  を満たす。任意の  𝑙 ∈
dom 𝜌 = 𝐿1 ∪ 𝐿2 に 対 し て  (i) 𝑙 ∈ 𝐿1 ∩ 𝐿2 の と き  𝜌1, 𝜌2 の 定 義 よ り  𝜌1 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂1 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   か つ 
𝜌2 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂2 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   であるから、𝜌 𝑙 = 𝜌1 𝑙 ∪ 𝜌2 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂1 𝛾 ∪ 𝑂2 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙  = ∏ 𝑂 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   が示される。
(ii) 𝑙 ∈ 𝐿1 ∖ 𝐿2 のとき 𝜌1 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂1 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙    かつ 𝜌2 𝑙 = ∅ であり、さらに任意の 𝛾 ∈ 𝑙 dom 𝑙   について 𝑂2 𝛾 = ∅ 
であるから、𝜌 𝑙 = 𝜌1 𝑙 ∪ 𝜌2 𝑙 = 𝜌1 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂1 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙  = ∏ 𝑂1 𝛾 ∪ 𝑂2 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙  = ∏ 𝑂 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   が示さ
れる。(iii) 𝑙 ∈ 𝐿2 ∖ 𝐿1  のときも同様である。              □ 
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定義 10  オブジェクト図  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ,  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2 ∈ 𝔺𝑂 に対して、 
𝑂 =    𝛾, 𝑂1 𝛾 ∩ 𝑂2 𝛾     𝛾 ∈ dom 𝑂1 ∩ dom 𝑂2  , (29) 
𝐿 = 𝐿1 ∩ 𝐿2, (30)  
𝜌 =   𝑙, 𝜌1 𝑙 ∩ 𝜌2 𝑙   𝑙 ∈ 𝐿  (31) 
で定まる  𝑂, 𝐿, 𝜌  を 𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 と 𝑂2, 𝐿2, 𝜌2  の積 (intersection) と呼び、 𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ∩  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2  で表す。 
命題 9 𝔺𝑂は積に関して閉じている。 
証明 オブジェクト図  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ,  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2 ∈ 𝔺𝑂  を任意にとり、 𝑂, 𝐿, 𝜌  =  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ∩  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2 とする。(A) 明ら
かに𝑂 ∈ PM Γ, ℘ 𝑈𝑂  である。任意のクラス識別子𝛾 ∈ dom 𝑂1 ∩ dom 𝑂2 に対して、𝑂 𝛾 = 𝑂1 𝛾 ∩ 𝑂2 𝛾 ⊂ 𝑥 𝛾 が
言える。(B) 𝑙 ∈ 𝐿=𝐿1 ∩ 𝐿2  を任意にとる。𝑙 dom 𝑙  ⊂ dom 𝑂1 かつ 𝑙 dom 𝑙  ⊂ dom 𝑂2 である。ゆえに 𝑙 dom 𝑙  ⊂
dom 𝑂1 ∩ dom 𝑂2 = dom 𝑂  を満たす。(C) 𝜌については、dom 𝜌 = 𝐿を満たす。任意の 𝑙 ∈ dom 𝜌 = 𝐿1 ∩ 𝐿2 に対
して𝜌1 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂1 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   かつ  𝜌2 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂2 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙  であるから、𝜌 𝑙 = 𝜌1 𝑙 ∩ 𝜌2 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂1 𝛾 ∩𝛾∈𝑙 dom  𝑙  






定義 11 オブジェクト図  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ,  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2 ∈ 𝔺𝑂 に対して、 
𝑂 =    𝛾, 𝑂1 𝛾    𝛾 ∈ dom 𝑂1 ∖ dom 𝑂2  , (32) 
𝐿 =  𝑙 ∈ 𝐿1 𝑙 dom 𝑙  ∩ dom 𝑂2 = ∅ , (33) 
𝜌 =   𝑙, 𝜌1 𝑙   𝑙 ∈ 𝐿  (34) 
で定まる  𝑂, 𝐿, 𝜌   を  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1  と  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2  の差(difference) と呼び、 𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ∖  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2  で表す。 
命題 10 𝔺𝑂は差に関して閉じている。 
証明 オブジェクト図  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ,  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2 ∈ 𝔺𝑂  を任意にとり、 𝑂, 𝐿, 𝜌  =  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ∖  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2 とする。(A) 明ら
かに𝑂 ∈ PM Γ, ℘ 𝑈𝑂  である。任意のクラス識別子𝛾 ∈ dom 𝑂1 ∖ dom 𝑂2 について、𝛾 ∈ dom 𝑂1 が言えるから、
𝑂 γ = 𝑂1 𝛾 ⊂ 𝑥 𝛾  が言える。(B) 次に 𝑙 ∈ 𝐿 を任意にとる。𝑙 ∈ 𝐿1  だから、𝑙 dom 𝑙  ⊂ dom 𝑂1  を満たす。一方、任
意の  𝛾 ∈ 𝑙 dom 𝑙   に対して、 𝛾 ∉ dom 𝑂2 であるから、 𝑙 dom 𝑙  ⊂ Γ ∖ dom 𝑂2 である。故に、 𝑙 dom 𝑙  ⊂
dom 𝑂1 ∖ dom 𝑂2 = dom 𝑂  を満たす。(C) 𝜌については、dom 𝜌 = 𝐿 を満たす。任意の 𝑙 ∈ 𝐿  に対して、𝑙 ∈ 𝐿1 であ
るから、 𝜌 𝑙 = 𝜌1 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂1 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙  = ∏ 𝑂 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   が示される。          □ 
次に、単純な差の演算を定義する。この演算は、引く側の図に存在しているオブジェクトとリンクを引かられる側の図から
取り除くものである。 
定義 12  オブジェクト図  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ,  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2 ∈ 𝔺𝑂 に対して、 
𝑂 =    𝛾, 𝑂1 𝛾 ∖ 𝑂2 𝛾     𝛾 ∈ dom 𝑂1  , (35) 
𝐿 = 𝐿1 ∖ 𝐿2, (36)  
𝜌 =   𝑙,  𝕣 ∈ 𝜌1 𝑙  ∀𝛾 ∈ 𝑙 dom 𝑙  . 𝜋𝛾 𝕣 ∉ 𝑂2 𝛾    𝑙 ∈ 𝐿  (37) 
で定まる  𝑂, 𝐿, 𝜌   を  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1  と  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2  のオブジェクト差 (object difference) と呼び、 𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ⊖  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2  で表
す。 
命題 11 𝔺𝑂はオブジェクト差に関して閉じている。 
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証明  オブジェクト図  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ,  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2 ∈ 𝔺𝑂  を任意にとり、 𝑂, 𝐿, 𝜌  =  𝑂1, 𝐿1, 𝜌1 ⊖  𝑂2, 𝐿2, 𝜌2  とする。 
(A) 明らかに𝑂 ∈ PM Γ, ℘ 𝑈𝑂   である。任意のクラス識別子 𝛾 ∈ dom 𝑂1  について、𝑂 γ = 𝑂1 𝛾 ∖ 𝑂2 𝛾 ⊂ 𝑂1 𝛾 ⊂
𝑥 𝛾  が言える。 
(B) 次に  𝑙 ∈ 𝐿 を任意にとる。 𝑙 ∈ 𝐿1 ∖ 𝐿2  より、 𝑙 dom 𝑙  ⊂ dom 𝑂1  かつ  𝑙 dom 𝑙  ⊂ Γ ∖ dom 𝑂2  であるから、
𝑙 dom 𝑙  ⊂ dom 𝑂1 ∖ dom 𝑂2 = dom 𝑂  が満たされる。 
(C) 𝜌  については 、 dom 𝜌 = 𝐿  を満たす 。 任意の  𝑙 ∈ 𝐿 を と る 。 𝜌  の定義 よ り  𝑙 ∈ 𝐿1  で あ る か ら 、 
𝜌1 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂1 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   が満たされる。また式 (36) の条件式は、 
∀𝛾 ∈ 𝑙 dom 𝑙  . 𝜋𝛾 𝕣 ∉ 𝑂2 𝛾  (38) 
⇔ ∀𝛾 ∈ 𝑙 dom 𝑙  . 𝜋𝛾 𝕣 ∈ 𝑥 𝛾 ∖ 𝑂2 𝛾  (39) 
⇔ 𝕣 ∈  𝑥 𝛾 ∖ 𝑂2 𝛾 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
 (40) 
と同値変形できる。したがって、 
𝜌 𝑙 = 𝜌1 𝑙 ∩   𝑥 𝛾 ∖ 𝑂2 𝛾 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
 ⊂   𝑂1 𝛾 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
 ∩   𝑥 𝛾 ∖ 𝑂2 𝛾 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
  
=  𝑂1 𝛾 ∩  𝑥 𝛾 ∖ 𝑂2 𝛾  
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
=  𝑂1 𝛾 ∖ 𝑂2 𝛾 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
=  𝑂 𝛾 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
 
(41) 
となり、𝜌 𝑙 ⊂ ∏ 𝑂 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙   が言える。              □ 
命題 12 𝑅 =   𝑙, ∏ 𝑥 𝛾 𝛾∈𝑙 dom  𝑙    𝑙 ∈ 𝕃  とするとき、 𝑥, 𝕃, 𝑅 ∈ 𝔺𝑂 . 
証明 定義より、𝑥 ∈ PM Γ, ℘ 𝑈𝑂   である。任意のクラス識別子 𝛾 ∈ dom 𝑥  について、明らかに 𝑥 𝛾 ⊂ 𝑥 𝛾  が成り立
つ。任意の 𝑙 ∈ 𝕃  に対して 𝑙 dom 𝑙  ⊂ Γ = dom 𝑥  が成り立つ。また明らかにdom 𝑅 = 𝕃 である。     □ 
定義 13 オブジェクト図  𝑂, 𝐿, 𝜌  ∈ 𝔺𝑂 に対して、 𝑥, 𝕃, 𝑅 ⊖  𝑂, 𝐿, 𝜌  を 𝑂, 𝐿, 𝜌  の補完 (complement) と呼び 𝑂, 𝐿, 𝜌 
𝑐  で
表す。 
命題 13 オブジェクト図  𝑂, 𝐿, 𝜌  ∈ 𝔺𝑂 に対して、  𝑂, 𝐿, 𝜌 
𝑐 𝑐 =  𝑂, 𝐿, 𝜌  が成り立つための必要十分条件は、 
∀𝑙 ∈ 𝕃. ρ 𝑙 =  𝑂 γ 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
. (42) 
証明  𝑂 , 𝐿 , 𝜌 =  𝑥, 𝕃, 𝑅 ⊖  𝑂, 𝐿, 𝜌  とおく。ただし、𝑅 =   𝑙, ∏ 𝑥 γ 𝛾∈𝑙 dom  𝑙    𝑙 ∈ 𝕃 とする。さらに、  𝑂 , 𝐿 , 𝜌 =
 𝑥, 𝕃, 𝑅 ⊖  𝑂 , 𝐿 , 𝜌  とおく。定義より 𝑂  は、任意の 𝛾 ∈ dom 𝑥  について 𝑂  𝛾 = 𝑥 𝛾 ∖ 𝑂 𝛾  を満たす。また𝐿 = 𝕃 ∖ 𝐿で
あり、任意の𝑙 ∈ 𝐿   について 𝜌 𝑙 =  𝕣 ∈ 𝑅 𝑙  ∀𝛾 ∈ 𝑙 dom 𝑙  . 𝜋𝛾 𝕣 ∉ 𝑂 𝛾   を満たす。同様に、任意の 𝛾 ∈ dom 𝑥  に
ついて  𝑂  𝛾 = 𝑥 𝛾 ∖  𝑥 𝛾 ∖ 𝑂 𝛾  =  𝑂 𝛾 を満たし、また𝐿 = 𝕃 ∖ 𝐿 = 𝐿であり、任意の 𝑙 ∈ 𝐿 = 𝐿  について𝜌 𝑙 =
 𝕣 ∈ 𝑅 𝑙  ∀𝛾 ∈ 𝑙 dom 𝑙  . 𝜋𝛾 𝕣 ∉ 𝑂  𝛾   を満たす。任意の𝑙 ∈ 𝐿について 
𝜌 𝑙 =  𝕣 ∈ 𝑅 𝑙  ∀𝛾 ∈ 𝑙 dom 𝑙  . 𝜋𝛾 𝕣 ∈ 𝑂 𝛾  =  𝕣 ∈ 𝑅 𝑙  𝕣 ∈  𝑂 𝛾 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
 =  𝑂 𝛾 
𝛾∈𝑙 dom  𝑙  
 (43) 
 が満たされるから、命題は示された。              □ 
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クラスとオブジェクトの対応 
前節までに、クラス図およびオブジェクト図の表現方法と、その定義からもたらされるいくつかの命題を示した。ここでは、ク
ラス図とオブジェクト図との間の対応関係について考察する。そのために、クラス空間𝕊 = (𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔸)とオブジェクト空間
𝔖 =  𝑈𝑂 , 𝑈, 𝔸, 𝑥 を考える。 
命題 14 クラス空間 𝕊 = (𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔸)に対して、集合𝑈𝑂と関数𝑥: 𝑈𝐶 ⟶ ℘(𝑈𝑂)が、 
∀𝑐 ∈ 𝑈𝐶 . 𝑥 𝑐 ≠ ∅, (44) 
∀𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝑈𝐶 . 𝑐1 ≠ 𝑐2 ⟹ 𝑥 𝑐1 ∩ 𝑥 𝑐2 = ∅ (45) 
を満たすとき、𝔖 =  𝑈𝑂 , 𝑈, 𝔸, 𝑥  はオブジェクト空間となる。 
証明 任意の𝑐 ∈ 𝑈𝐶  に対して、∅ ≠ 𝑥 𝑐 ⊂ 𝑈𝑂であるから、𝑈𝑂 ≠ ∅  である。クラス空間の定義より𝑈 ≠ ∅であり、
𝔸 ⊂ PM 𝑈, 𝑈𝐶  かつ  dom 𝑎    𝑎 ∈ 𝔸 は 𝑈 の分割であるから、オブジェクト空間の条件も満たす。{𝑥 𝑐 }𝑐∈𝑈𝐶  は非空の互
いに素な集合のクラスであるから、これもオブジェクト空間の条件を満たす。          □ 
命題 15 𝕊 = (𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔸), 𝔖 =  𝑈𝑂 , 𝑈, 𝔸, 𝑥  をそれぞれクラス空間、オブジェクト空間とする。𝕊から誘導されたクラス図
 𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶 𝕊  に対して、2つの関数𝑂: 𝐶 ⟶ ℘(𝑈𝑂)、および𝜌: 𝐴 ⟶ ⋃ ℘ ∏ 𝑂 𝑐 𝑐∈𝑎 dom  𝑎   𝑎∈𝐴 がそれぞれ 
∀𝑐 ∈ 𝐶. 𝑂 𝑐 ⊂ 𝑥 𝑐 , (46) 
∀𝑎 ∈ 𝐴. 𝜌 𝑎 ⊂  𝑂 𝑐 
𝑐∈𝑎 dom  𝑎  
 (47) 
を満たすとき、 𝑂, 𝐴, 𝜌  は 𝔖 誘導されたオブジェクト図となる。すなわち 𝑂, 𝐴, 𝜌 ∈ 𝔺𝑂 𝔖 . 
証明 (i)  𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶 𝕊  だから 𝐶 ⊂ 𝑈𝐶である。よってdom 𝑂 = 𝐶 ⊂ 𝑈𝐶である。また明らかに、𝑂 ∈ PM 𝑈𝐶 , ℘ 𝑈𝑂  で
あり、式(45)より任意の 𝑐 ∈ dom 𝑂 = 𝐶  に対して𝑂 𝑐 ⊂ 𝑥 𝑐  である。(ii)  𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶 𝕊  より𝐴 ⊂ 𝔸である。すなわち 
𝐴 ∈ ℘ 𝔸 である。また、 𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶 𝕊  より任意の 𝑎 ∈ 𝐴 に対して、𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐶 = dom 𝑂  が言える。(iii) 明かに、
𝜌 ∈ 𝑃𝑀  𝔸, ⋃ ℘ ∏ 𝑂 𝑐 𝑐∈𝑎 dom  𝑎   𝑎∈𝐴  であり、任意の𝑎 ∈ dom 𝜌 = 𝐴 に対して、𝜌 𝑎 ⊂ ∏ 𝑂 𝑐 𝑐∈𝑎 dom  𝑎   であること




定義 14 以下のような関数の組𝜑 = (𝜑1, 𝜑2)をクラス図集合𝔺𝐶 𝕊 からオブジェクト集合𝔺𝑂 𝔖  への解釈と呼ぶ。 
𝜑1: 𝑈𝐶 ⟶ ℘ 𝑈𝑂   s. t.  ∀𝑐 ∈ 𝑈𝐶 . 𝜑1 𝑐 ⊂ 𝑥 𝑐  (48) 
𝜑2: 𝔸 ⟶  ℘  𝜑1 𝑐 
𝑐∈𝑎 dom  𝑎  
 
𝑎∈𝔸
 s. t.  ∀𝑎 ∈ 𝔸. 𝜑2 𝑎 ⊂  𝜑1 𝑐 
𝑐∈𝑎 dom  𝑎  
. (49) 
命題 16 𝜑 = (𝜑1, 𝜑2)をクラス図集合 𝔺𝐶 𝕊  からオブジェクト集合𝔺𝑂 𝔖  への解釈とする。クラス図  𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶 𝕊  に対し
て 
 𝐶 𝜑1 =   𝑐, 𝜑1 𝑐   𝑐 ∈ 𝐶 , (50) 
 𝐴 𝜑2 =   𝑎, 𝜑2 𝑎   𝑎 ∈ 𝐴  (51) 
とすると、  𝐶 𝜑1 , 𝐴,  𝐴 𝜑2 ∈ 𝔺𝑂 𝔖  を満たす。 
証明 (i)  𝐶 𝜑1 ∈ PM 𝑈𝐶 , ℘ 𝑈𝑂  であり、任意の𝑐 ∈ 𝐶  に対して  𝐶 𝜑1 𝑐 = 𝜑1 𝑐 ⊂ 𝑥 𝑐  を満たす。(ii) A ∈ ℘ 𝔸  で
あり、  𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶 𝕊 だから、任意の 𝑎 ∈ 𝔸  に対して、 𝑎 dom 𝑎  ⊂ 𝐴 =  dom  𝐶 𝜑1 を満たす。 (iii)  𝐴 𝜑2 ∈
PM  𝔸 ⟶ ⋃ ℘ ∏ 𝜑1 𝑐 𝑐∈𝑎 dom  𝑎   𝑎∈𝔸  = PM  𝔸 ⟶ ⋃ ℘ ∏  𝐶 𝜑1 𝑐 𝑐∈𝑎 dom  𝑎   𝑎∈𝔸   であり、任意の𝑎 ∈ 𝔸  に対して
 𝐴 𝜑2 𝑎 = 𝜑2 𝑎 ⊂ ∏ 𝜑1 𝑐 𝑐∈𝑎 dom  𝑎  = ∏  𝐶 𝜑1 𝑐 𝑐∈𝑎 dom  𝑎  を満たす。          □ 
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 以後、オブジェクト図   𝐶 𝜑1 , 𝐴,  𝐴 𝜑2  をクラス図  𝐶, 𝐴  の𝜑 = (𝜑1, 𝜑2)による解釈と呼び、  𝐶, 𝐴  
𝜑で表す。 
定理 1 クラス図集合からオブジェクト集合への解釈は、クラス図演算の和 ∪ 、積 ∩ 、差 ∖ の演算を保存する。 
証明 𝜑 = (𝜑1, 𝜑2)をクラス図集合𝔺𝐶 𝕊 からオブジェク ト集合𝔺𝑂 𝔖  への解釈とする。 2 つのクラス図
 𝐶1, 𝐴1 ,  𝐶2, 𝐴2 ∈ 𝔺𝐶を任意にとる。 
(1) 𝜑が和演算を保存することを示す。 𝐶, 𝐴 =  𝐶1, 𝐴1 ∪  𝐶2, 𝐴2 とおき、 𝑂, 𝐿, 𝜌 =   𝐶1, 𝐴1  
𝜑 ∪   𝐶2, 𝐴2  
𝜑とおく。 
(i)   𝐶, 𝐴  𝜑=  𝐶1 ∪ 𝐶2, 𝐴1 ∪ 𝐴2  
𝜑 =   𝐶1 ∪ 𝐶2 𝜑1 , 𝐴1 ∪ 𝐴2,  𝐴1 ∪ 𝐴2 𝜑2 である。 
(ii)  𝑂, 𝐿, 𝜌 =   𝐶1 𝜑1 , 𝐴1,  𝐴1 𝜑2 ∪   𝐶2 𝜑1 , 𝐴2,  𝐴2 𝜑2 だから、𝐿 = 𝐴1 ∪ 𝐴2であり、 
𝑂 =   𝑐,  𝐶1 𝜑1 c ∪  𝐶2 𝜑1 c   𝑐 ∈ 𝐶1 ∪ 𝐶2 =   𝑐,  𝐶1 ∪ 𝐶2 𝜑1 c   𝑐 ∈ 𝐶1 ∪ 𝐶2 =  𝐶1 ∪ 𝐶2 𝜑1  (52) 
𝜌 =   𝑎,  𝐴1 𝜑2 𝑎 ∪  𝐴2 𝜑2 𝑎   𝑎 ∈ 𝐴1 ∪ 𝐴2 =   𝑎,  𝐴1 ∪ 𝐴2 𝜑2 𝑎   𝑎 ∈ 𝐴1 ∪ 𝐴2 =  𝐴1 ∪ 𝐴2 𝜑2  (53) 
であるから、  𝐶, 𝐴  𝜑 =  𝑂, 𝐿, 𝜌 であることが示された。 
(2) 𝜑が積演算を保存することは、和(∪)を差(∩)に読み替えれば (1) と同様に示すことができる。 
(3) 𝜑が差演算を保存することを示す。 𝐶, 𝐴 =  𝐶1, 𝐴1 ∖  𝐶2, 𝐴2 とおき、 𝑂, 𝐿, 𝜌 =   𝐶1, 𝐴1  
𝜑 ∖   𝐶2 , 𝐴2  
𝜑とおく。 
(i) 定義より 𝐴 =  𝑎 ∈ 𝐴1 𝑎 dom 𝑎  ∩ 𝐶2 = ∅ =  𝑎 ∈ 𝐴1 𝑎 dom 𝑎  ∩ dom  𝐶2 𝜑1 = ∅  であり、  𝐶, 𝐴  
𝜑= 
  𝐶1 ∖ 𝐶2 𝜑1 , 𝐴,  𝐴 𝜑2  である。  
(ii)  𝑂, 𝐿, 𝜌 =   𝐶1 𝜑1 , 𝐴1,  𝐴1 𝜑2 ∖   𝐶2 𝜑1 , 𝐴2,  𝐴2 𝜑2  だから、 
𝑂 =   𝑐,  𝐶1 𝜑1 c   𝑐 ∈ 𝐶1 ∖ 𝐶2 =   𝑐,  𝐶1 ∖ 𝐶2 𝜑1 c   𝑐 ∈ 𝐶1 ∖ 𝐶2 =  𝐶1 ∖ 𝐶2 𝜑1  (54) 
𝐿 =  𝑎 ∈ 𝐴1 𝑎 dom 𝑎  ∩ dom  𝐶2 𝜑2 = ∅ = 𝐴 (55) 
𝜌 =   𝑎,  𝐴1 𝜑2 𝑎   𝑎 ∈ 𝐴 =  𝐴 𝜑2  (56) 






定義 15 クラス空間 𝕊 = (𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔸) から誘導されたクラス図集合 𝔺𝐶 𝕊  の要素が、集合𝔹の要素の任意個の和で表せる
とき、𝔹 を𝔺𝐶 𝕊  の基底と呼ぶ。 
命題 17 クラス空間 𝕊 = (𝑈𝐶 , 𝑈, 𝔸)から誘導されたクラス図集合 𝔺𝐶 𝕊  に対して、 
𝔹1 =    𝑐 , ∅  𝑐 ∈ 𝑈𝐶 , (57) 
𝔹2 =   𝑎 dom 𝑎  ,  𝑎   𝑎 ∈ 𝔸  (58) 
とおくと、𝔹 = 𝔹1 ∪ 𝔹2 は 𝔺𝐶 𝕊  の基底である。 
証明 任意の  𝐶, 𝐴 ∈ 𝔺𝐶 𝕊  に対して、 
 𝐶, 𝐴 =  𝐶, ∅ ∪   𝑎 dom 𝑎  
𝑎∈𝔸
, 𝔸  (59) 
と書くことができる。右辺にある和の第 1項は 𝔹1 の要素の和で表せ、第 2項は 𝔹2 の要素の和で表せる。      □ 
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